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RESUMO

Introducdo. O estudo e modelagem de sistemas fisicos frequentemente envolvem o uso de equacdes
diferenciais. Um exemplo notavel é o comportamento das vibragées mecanicas, que é descrito por uma
equacdo diferencial linear de segunda ordem. Devido a sua natureza abrangente e a variedade de
conceitos, tipos de equagBes e métodos de resolugdo, muitos alunos enfrentam dificuldades
significativas ao lidar com essas equacdes. Objetivo. O objetivo deste trabalho & explorar e
compreender os conceitos fisicos e matematicos envolvidos no estudo das vibragbes mecanicas
através de modelagem e simulagéo interativas. Metodologia. Utilizou-se o software Modellus, que
proporciona uma maneira intuitiva de visualizar e analisar o comportamento de sistemas fisicos. Por
meio de analises graficas, foram estudados os movimentos vibratérios, incluindo os casos de vibragéo
harménica simples e amortecida. Resultados e Discusséo. Os resultados obtidos demonstraram a
eficicia do uso do software na facilitagdo da interpretacdo de conceitos complexos, e as simulacdes
interativas permitiram a visualizagdo de como o comportamento dos sistemas vibratorios sédo afetados
com variacdo de diferentes paradmetros, proporcionando uma andlise mais aprofundada dos
fendmenos. Consideragcdes Finais. A utilizacdo de ferramentas didaticas como o Modellus pode
desempenhar um papel importante no ensino e na aprendizagem, tornando o processo mais acessivel
e envolvente para os alunos.

PALAVRAS-CHAVE: Equagdes Diferenciais Lineares 22 Ordem. Vibrag6es Mecéanicas. Modellus.

Applications of second order linear differential equations in mechanical vibrations and
the Modellus software as a teaching tool

ABSTRACT

Introduction. The study and modeling of physical systems often involves the use of differential
equations. A notable example is the behavior of mechanical vibrations, which is described by a second-
order linear differential equation. Due to their comprehensive nature and variety of concepts, types of
equations, and solving methods, many students face significant difficulties when dealing with these
equations. Objective. The objective of this work is to explore and understand the physical and
mathematical concepts involved in the study of mechanical vibrations through interactive modeling and
simulation. Methodology. Modellus software was used, which provides an intuitive way to visualize and
analyze the behavior of physical systems. Through graphical analyses, vibratory movements were
studied, including cases of simple and damped harmonic vibration. Results and discussion. The
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results obtained demonstrated the effectiveness of using the software in facilitating the interpretation of
complex concepts, and the interactive simulations allowed the visualization of how the behavior of
vibrating systems is affected by varying different parameters, providing a more in-depth analysis of the
phenomena. Final considerations. The use of teaching tools such as Modellus can play an important
role in teaching and learning, making the process more accessible and engaging for students.

KEYWORDS: 2nd Order Linear Differential Equations. Mechanical Vibrations. Modellus.

1 INTRODUGAO

Em diversas areas do conhecimento existem tipos de problemas, tais como, fisicos, quimicos,
bioldgicos e na propria engenharia, frequentemente necessitam de uma ferramenta que possa descrever
ou modelar o comportamento de alguns sistemas ou fenémenos diferentes em termos matematicos. Para
isso, alguns modelos matematicos séo de grande valia, pois por meio deles torna-se possivel identificar
as variaveis responsaveis pelas mudangas do sistema e levantar as hipoteses possiveis. Nesse sentido,
as equacdes diferenciais constituem uma parte muito importante, visto que, ao serem modeladas obtém-
se como resultado uma expressdo que envolva a variavel tempo, onde a solugdo para esse tipo de
problema, esté associado ao estado do sistema (Zill; Cullen, 2010).

O avango da Fisica e das demais areas de Ciéncias Naturais esta intrinsicamente relacionado
ao estudo das equagdes diferenciais. A necessidade de modelar situacoes e fendmenos reais utilizando
como ferramenta a Matematica, surgi a partir de muitas observagdes. Essas observagdes permitiram a
interacdo da Matematica com outras areas do conhecimento, assim, sendo possivel empregar calculos
em novos fendbmenos, possibilitando novas equagdes e descobertas. A exemplo disso, temos as
equagdes de movimentos dos fluidos, das oscilagdes de um sistema vibratério, da termodinamica, dentre
outros. Em vibragdes mecanicas, as equagdes diferenciais podem ser utilizadas para descrever o
movimento de corpos que oscilam em torno de uma posigao de equilibrio (Boyce; Diprima, 2010).

A maioria dos alunos apresentam dificuldades na interpretagdo de fendmenos fisicos mais
complexos que envolva equagdes diferenciais, seja na interpretagdo conceitual, na resolugéo de
problemas ou na compreensao de algumas aplicagdes praticas. A discussao sobre a teoria por tras
dessas equagdes, incluindo definicbes, classificacbes e métodos de solugdo, como a equagéo
caracteristica e 0 método dos coeficientes indeterminados, € crucial para entender como resolver
problemas praticos. Nessa perspectiva, abordagem pratica e interativa através do software Modellus é
uma ferramenta educacional utilizada para auxiliar os alunos na compreensédo das EDs lineares de 22
ordem, especialmente no contexto das vibragdes mecénicas. A modelagem e simulagéo dos movimentos
vibratérios, incluindo vibragdes harménicas simples, amortecidas e forgadas, tornar os conceitos
abstratos mais acessiveis e visuais, permitindo explorar e experimentar de forma mais intuitiva o
comportamento dos sistemas fisicos.

2 FUNDAMENTAGAO TEORICA
2.1 Equacoes diferenciais

As equacdes diferenciais desempenham um papel fundamental no estudo das vibragdes
mecanicas, pois descrevem o comportamento de sistemas vibratérios ao longo do tempo. Essas
vibragbes envolvem o movimento periddico de objetos, como molas, péndulos, sistemas de massa-mola,
e muitos outros sistemas fisicos (Zill; Cullen, 2010).

As equagdes de segunda ordem séo frequentemente usadas para descrever o comportamento
de sistemas vibratorios, como molas, massas e amortecedores. Essas equagdes tém a seguinte forma:

alt)y" + b(t)y' + c(t)y = d(t) (2.1)
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onde t é a variavel independente, y" corresponde a derivada segunda, y' a derivada primeira, y é a

variavel dependente e as fungdes a, b, ¢ e d sdo fungdes especificas da variavel t. Dividindo a equagao

(2.1) por a(t), obtemos a equacao

n ] —_ 22

y'+p(e)y' +qlt)y = g(t) &2)
Quando a fungéo d(t) na equagao (2.1), ou g(t) na equagéo (2.2), for igual a zero para todo t,

a equacao sera chamada de homogénea, caso contrario ela sera dita ndo homogénea.

Resolver uma equagéo diferencial da forma y" + p(t)y' + q(t)y = g(t) ndo é uma tarefa muito
simples. Primeiramente determina-se a solu¢do para a homogénea y" + p(t)y' + q(t)y = 0, que sera
chamada de equagdo homogénea associada a equacédo y" + p(t)y' + q(t)y = g(t). Em seguida, uma
vez resolvida a equagdo homogénea associada, sempre é possivel resolver a equagao ndo homogénea
y'+p(t)y'+ q(t)y = g(t)

O movimento livre, sem amortecido e harménico, sdo descritos por uma equagdo do tipo
homogénea. O movimento livre amortecido e os movimentos forcados, com e sem amortecimento, s&o
descritos por a equacdo ndo homogénea.

2.2 Vibragbes mecanicas

As vibragdes sdo um fendmeno comum e essencial em diversas areas da ciéncia, engenharia e
até mesmo na compreenséo do funcionamento do corpo humano. O estudo das vibragdes é essencial
para projetar estruturas que sejam capazes de resistir a cargas dindmicas, como ventos, terremotos e
vibragdes mecanicas. Diversas situagdes cotidianas sdo descritas por fendbmenos vibracionais, pode-se
mencionar a presenga de vibragdes mecanicas em alguns sistemas do corpo humano, tais como o
sistema cardiaco, na realizagdo dos batimentos cardiacos, e no sistema repertorio, através da
associagao da respiragdo com a vibragéo dos pulmdes. Além disso, em engenharia verifica-se aplicagdes
da vibragdo, em projeto de maquinas, motores, fundagdes, turbinas e sistemas de controle (Rao, 2008).

As vibragdes sdo oscilagdes de um sistema mecanico ou estrutural em relagao a posi¢éo de
equilibrio (Kelly, 2017), iniciam-se quando um elemento de inércia é deslocado de sua posicao de
equilibrio em decorréncia de uma forca externa inserida no sistema. Segundo Rao (2008), vibragéo ou
oscilagdo é definida como qualquer movimento que se repita apds um intervalo de tempo. A equagéo do
movimento livre sem amortecimento, € a primeira etapa para investigagao de sistemas vibratorios mais
complexos. Esse sistema é composto por uma mola, na qual despreza-se a massa e 0 amortecimento,
e um corpo de massa que nao sofre deformacdo quando é submetido a agéo de qualquer forca. A mola
possui propriedades elasticas e obedece a lei de Hooke (Rao, 2008).

2.2.1 Movimento harménico simples

O sistema massa-mola é caracterizado como harménico devido a realizagdo de movimento
oscilatorio e periédico, em que a forga restauradora é diretamente proporcional & posi¢éo do objeto e
atua na diregao oposta a posi¢ao. Esse tipo de movimento é descrito por uma equagéo diferencial linear
de 22 ordem homogénea,

mX + kx = 0 (2.3)

A solucéo geral do movimento do sistema massa-mola é dada por fungdo senoidal do tempo,
geralmente na forma de seno ou cosseno. Portanto, temos

x(t) = A sen (wt + @) (2.4)

em que A corresponde ao deslocamento méaximo relativo da posi¢do de equilibrio, denominado
amplitude, w frequéncia angular e ¢ a constante de fase ou fase inicial.

Segundo Halliday e Resnick (2016), todo movimento que se repete a intervalos regulares é
denominado movimento peridédico ou movimento harménico. Esse movimento leva um mesmo intervalo
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de tempo para ir e voltar a posi¢éo de equilibrio, assim, € muito importante determinar as grandezas,
frequéncia e o periodo.

O periodo de vibragdes livres é o tempo necessario para completar um ciclo, dado por T = 1/f,
em que f frequéncia, cuja frequéncia é dada por f = w/2m.

Quanto a energia do movimento harménico simples é continuamente transformada entre energia
cinética (associada ao movimento do objeto) e energia potencial (associada a posicdo do objeto em
relacdo a posigao de equilibrio). Enquanto a energia total (E) do sistema é diretamente proporcional ao
quadrado da amplitude e independente do tempo, isto €, a energia é conservada, dada pela equacao:

_ _ 1,42
E=T+U=_kA (2.5)
2.2.2 Movimento Amortecidos

Em mecanica, as forcas de amortecimento que atuam sobre um corpo sé@o consideradas
proporcionais a uma poténcia de velocidade instantanea (Zill, 2016). Os movimentos amortecidos
referem-se a oscilagdes ou vibragdes que diminuem gradualmente com o tempo devido a presenga de
forcas dissipativas, como atrito ou resisténcia do ar. Esse tipo de movimento ocorre em sistemas onde
ha uma forca de amortecimento que atua contra 0 movimento oscilatorio, convertendo a energia
mecanica do sistema em outras formas de energia, como calor. A equag¢do de movimento é expressa
pela equacao diferencial abaixo:

d*x  dx
i - — (2.6)
mdt2+bdt+kx_0
onde b é a constante de amortecimento no sentido positivo e o sinal negativo indica que a forga atua na
dire¢ao oposta ao movimento. Em outras palavras, a constante de amortecimento b deve ser positiva
para que a forga seja resistiva, isto &, para ocorrer a dissipacao da energia do sistema. Entdo, se b < 0,
a forga atuaria para aumentar a velocidade do sistema em vez de diminui-la.

Existem trés regimes principais de oscilagdes amortecidas, dependendo das relagdes entre os
paréametros b, m e k. Subamortecido — a amplitude das oscilagdes diminui gradualmente com o tempo,
mas 0 sistema continua oscilando, amortecimento critico — o sistema retorna rapidamente a posi¢ao de
equilibrio sem oscilagbes, atingindo um equilibrio estavel o mais rapido possivel e superamortecido — 0
sistema se move em dire¢do a posicdo de equilibrio sem oscilar, mas mais lentamente do que no caso
de amortecimento critico.

2.2.3 Movimento forgado Com Amortecimento

No movimento forgado com amortecimento ocorre quando um sistema € sujeito a uma forga
externa periodica, mas também possui forgas dissipativas, como o atrito, que atuam para amortecer as
oscilagbes do sistema. A equacgao diferencial que descreve o movimento é dada por:

m¥ + bxx + kx = F(t) (2.7)

A solugdo equacgdo é influenciada pela relagdo entre os parémetros de amortecimento (b),
massa (m) e constante elastica (k), bem como pela natureza especifica da forga externa aplicada. Vale
ressaltar, a expressdo (2.7) € uma equagao ndo-homogénea, em que a determinagéo de sua solugéo é
necessaria o uso do método dos coeficientes indeterminados.

2.2.4 Movimento Forgado Sem Amortecimento

Em vibragéo forgada sem amortecimento a presenga de forcas externas F(t) que excitam o
sistema, provocado por uma energia externa que persiste durante o tempo em que o movimento
vibratério existir, cuja energia pode ser ocasionada por uma forga aplicada ou por um deslocamento
imposto. Vale ressaltar que nos sistemas nao-amortecidos nao ocorre a dissipacdo de energia, sendo
descrito pela equagao diferencial
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m¥ + w?x = F(t) (2.8)
se a forga externa F(t) for uma funcédo senoidal do tempo, a equagao assume a forma:
mx + kx =Fysen yt (2.9)
em que F, € uma constante e y # w.

A expressdo (2.9) é uma equacao diferencial ndo-homogénea. Portanto, para obter a solugéo é
necessario definir uma solugéo particular e uma complementar, de tal maneira que, a solugao sera

x(t) = L}/Z) (— ysenwt + senyt), w #y (2.10)

w(w? —
2.3 Modellus

O Modellus foi desenvolvido por Veit e Teodoro (2002) na Faculdade de Ciéncias e Tecnologia
da Universidade Nova de Lisboa. O programa é uma ferramenta cognitiva que auxilia na integracéo do
conhecimento simbdlico que requer conhecimento prévio no processo de aprendizagem.O Modellus é
um método atrativo e estimulador, podendo ser utilizado tanto pelo professor quanto pelo aluno. O
professor pode usar para apresentar e ilustrar um determinado assunto e o aluno como recurso para
explorar um modelo matematico de um dado fendmeno fisico, modificando pardmetros, condicdes iniciais
e outros aspectos. As principais fungdes do software s&do: realizar calculos numéricos baseados em
equacgdes e dados especificados pelo usuério; apresentar os resultados na forma de gréficos e tabelas;
facultar a montagem de animacdes; fazer medidas de distancias e angulos sobre uma imagem. Nesse
trabalho iremos observar especificamente o comportamento dos movimentos osciladores, assim as
discussdes serdo apenas nas janelas que foram utilizadas.

Amorim (2018) demonstrou a eficacia da utilizagao do software Modellus como auxilio ao ensino
de Fisica. Em seu trabalho investigou o conceito de aprendizagem significativa, comparando dois
métodos de ensino de Fisica em sala de aula tradicional e com o uso Modellus, quando trabalhado os
temas abordados em cinematica: movimento e repouso, trajetérias, movimento retilineo uniforme,
movimento retilineo uniformemente variado e langamento obliquo.

Quando o aluno se depara com novas situagdes-problema e consegue descobrir seus proprios
erros no processo de pesquisa do fendbmeno por meio de simulagdes, passa a buscar novas
alternativas, como modificar os parametros que controlam a situagdo-problema em estudo, assim,
desenvolvendo habilidades de raciocinio e expandindo a capacidade de comunicagao e argumentagéo
(Costa Junior; Silva; Brito, 2011).

Existem duas formas de utilizar Modellus em atividades de ensino aprendizagem: exploratéria e
expressional. A primeira, os alunos investigam um topico de interesse usando modelos e representacdes
desenvolvidas por outros (por exemplo, seus professores), no estudo do conteudo desejado, as
questdes, hipdteses, planos de trabalho e suas proprias conclusdes sobre os dados que foram propostos
para serem obtidos. No modo expressional, 0s alunos constroem seus proprios modelos e determinam
como representar seus resultados. Aqui, o Modellus desempenha o papel de ferramenta de modelagem,
proporcionando aos alunos amplo espago para exploragao e intervengdo. Uma combinagédo das duas
abordagens também pode ser utilizada, por exemplo, os alunos sao orientados a modificar um modelo
criado pelo professor para adapta-lo a uma nova situagéo (Sousa Filho, 2020).

3 METODOLOGIA

O Modellus no ensino aprendizagem foi utilizado de modo expressivo, assumindo o papel de
ferramenta de modelagem, que da ao estudante amplo espago de exploragdo e intervencdo. A
modelagem matematica dos problemas foi resolvida de forma analdgica e utilizando o programa para
analise grafica do comportamento dos movimentos harménico simples e harménico amortecido.
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O software € bem simples e pratico, com o ambiente definido em forma de janelas. O sistema
composto por quatro janelas principais: Modelo Matematico, Grafico, Tabela e Notas. Além de uma barra
de fungdes: Inicio, Variavel independente, Modelo, Gréfico, Tabela, Animagao e Notas, conforme exposto
na Figura 1.

Figura 1: Tela inicial capturada a partir do software Modellus 4.01.

» Modellut - Neve Documanta

Yaruave! noepedeie Vonmg wahic Latyetn Arsmar o

H L_.{ & | Offaw B 2007 v a hgun Ry v Prosegic 0 u ?

A P % 1R w "R 1 Cwcem
Abil Mowe ~Cusedar Suauta | S PaRps () oy v

Modelo Matemética Grafico Tabeln Naotas

10 Wiy 000 M S0 [V} L]
Fonte: Dados da Pesquisa (2023).

A janela modelo matematico é a onde se inserem os modelos ou férmulas matematicas, no nosso
caso, as equagdes do movimento harménico simples e amortecido, que s&o descritos por equagdes
diferenciais lineares de segunda ordem, como mostrado na Figura 2.

Figura 2: Modelo matematico: (a) movimento harménico simples e (b) movimento amortecido
disponivel no software Modellus.

e Modelo Matematico

sef uy=phmy

@) (b)
Fonte: Dados da Pesquisa (2021).

As variaveis sao mostradas em vermelho italico e os numeros sao exibidos em texto normal
coloridos em verde. Qualquer caractere alfanumérico (letras de a a z e nimeros de 0 a 9, ou o caracter
_) que comece com uma letra (por exemplo: F2_x) pode ser usado para definir uma variavel. Modellus
diferencia maiusculas de minusculas, entdo T ndo é o mesmo que t. Por padréo, o variavel independente
que representa o tempo € t. Os modelos interativos dos sistemas fisicos especificando podem ser
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manipulados em tempo real para observar como as mudangas nas variaveis afetam o sistema. Para isso,
basta um click na opgdo parametros para fornecer valores para cada um dos termos envolvidos na
funcdo, possibilitando a coleta de dados obtencdo dos resultados, disponiveis nas janelas tabela e
grafico, respectivamente. Além disso, é possivel a interpretacdo dos fendmenos fisicos resultados
referente ao modelo matematico inserido. No caso da janela nota, € normalmente utilizada para registrar
comentarios, questionarios ou instrugdes acerca do modelo.

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

O Modellus desempenha um papel significativo no ensino e aprendizagem de equagdes
diferenciais. No contexto de equagao diferencial linear de 22 ordem apresenta muitos beneficios como, a
visualizagao de conceitos abstratos, permitindo que os alunos criem representagdes visuais dindmicas,
facilitando a compreens&o de caracteristicas complexas. Além disso, podem se envolver na criagéo e
manipulacao, a partir da exploragéo ativa.

4.1 Harménico Simples

No sistema harmonico simples 0 movimento ndo cessara com o tempo. Isso porque, a energia
nao foi pedida e nem dissipada por atrito ou resisténcia durante o0 movimento oscilatério. Contudo, essa
situacdo ndo representa um caso real encontrado na natureza, considerado ideal. Na Figura 3 (posi¢ao
x em funcéo de tempo t) & mostrado a modelagem do movimento harménico simples, considerando o
modelo descrito na Figura 2a,

Figura 3: Modelagem de um Movimento Harménico Simples resultante do software Modellus.

500,00

[0 £0.00 5,00
H H H

Fonte: Dados da Pesquisa (2021).

Quando a energia total do oscilador harménico € dada pelo somatério das energias cinética e
potencial. Na Figura 4, é ilustrado o comportamento das energias existentes no sistema massa-mola: a
energia cinética (azul), energia potencial (vermelho) e energia mecanica (roxo).
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Figura 4: Energias do Movimento Harménico Simples resultante do software Modellus.
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Fonte: Dados da Pesquisa (2021).

A partir grafico resultante pode-se verificar que a energia total (mecénica) do sistema é
constante no tempo, dependendo apenas da amplitude. Entretanto, a energia cinética e potencial
intercambia-se, ou seja, quando a energia cinética € maxima a energia potencial € minima e vice-versa.
A energia torna-se constante por causa do processo de inversdo das energias com relagao a amplitude
do movimento.

Para demonstrar o Movimento harménico simples, usamos o exemplo a seguir:

Determinar o modelo matematico que descreve o sistema massa-mola requer a identificacdo das
forcas presentes no sistema. (elastica, alongamento e gravitacional), assim, aplicando a segunda lei de

Newton,
SF=ma =>Fk+Fs+Fg=ma
d?y

onde a forga de alongamento e gravitacional como estdo em equilibrio anulam-se. Logo, m = —kx,

d? . s ~ . o N
onde d—tf = X € a aceleragéo do corpo. Logo, fazendo as devidas substituicoes, temos a dedugéo do
movimento livre sem amortecido,

mx + kx = 0 (4.1)

Entdo, podemos observar que a equagao de movimento do oscilador simples € uma equagao
diferencial linear de 22 ordem homogénea, para resolvé-la, primeiramente devemos determinar a
equagao caracteristica.

¥+ w?x =0 (4.2)
Considerando a exponencial et como solugao particular da equagéo ¥ + w?x = 0.
X+ w?x = [e™]" + wie™]
rert + ¢p2ert = ()

(7«-2 + wz)e‘rt = 0
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(r2+w2):0 — r2:—w2

A solugéo da equagdo x'+ w2x = 0 s@o complexas r1 = wi e 2 = —wi. Assim, para transforma
essas raizes complexas em reais vamos aplica a formula de Euler.

X, = eiwt

Xy = e—iwt

Logo em termos exponencial, temos como solugéo geral:
x(t) = Aeiwt + Be—iwt

Podemos expressa a solugéo geral em termos trigonométricos. Para isso, usamos a formula de
Euler!, onde ert = cos(rt) + isen(rt), entdo:
x; = et = cos(wt) + isen (wt)
x, = e~ = cos(wt) — isen (wt)

onde x1 e x2 80 solugéo particulares. Para determinamos a solu¢éo x; a grosso modo, usamos a adi¢ao
das duas solugdes x1 € x2,

x; = cos(wt) + isen (wt) + cos(wt) — isen (wt)
x; = cos(wt)
E para a solu¢do x;, subtraimos solucdes x1 e x2,
X, = cos(wt) + isen (wt) — cos(wt) — isen (wt)
i, = sen(wt)
A solugéo geral que descreve o movimento do sistema massa-mola é descrita abaixo:
x(t) = c¢1 cos(wt) + cosen(wt) (4.3)

A equagéo de movimento do sistema massa-mola (3), pode-se escrita de forma mais suscita.
Portanto, seja

{Cl = A seng
c; =Acosg

onde A e ¢ sdo constantes arbitrarias que devem ser determinadas. Logo, substituindo essas
expressoes na Eq. (3), obteremos

x = A sen ¢ cos(wt) + A cos ¢ sen(wt)

aplicando a identidade trigonométrica sen (a + B) = sena cosp + cosa senf, a equacdo fica da
seguinte form

x(t) = A sen (wt + @) (4.4)

em que A corresponde ao deslocamento maximo relativo da posicdo de equilibrio, denominado
amplitude, w frequéncia angular e ¢ a constante de fase ou fase inicial.

Podemos obter a relagéo da energia total do oscilador e a amplitude do movimento. Utilizando a
Equacdo T = 1/f para x(t), encontramos a energia cinética do sistema

1 Leonhard Euler (1707-1783). Fisico, te6logo, astronomo, linguista, psicélogo e principalmente matematico, considerado
génio do século, nascido em Basiléia, Suica, em 15 de abril de 1707 e morreu de derrame cerebral em S&o Petersburgo em
18 de setembro. Euler em matematica fez contribuigbes permanentes na algebra, trigonometria, geometria analitica, calculos,
calculos de variagdes, equagdes diferenciais, variavel complexa, teoria dos nimeros ¢ tipologia.
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1 .
Tzzmx2 =

%kAzsen2 (wt + @)
A energia potencial do sistema € dada por:

U= %mx2 = %kAzcosz(a)t + @)
Portanto, temos que a energia total do sistema sera dada por:

1 1
E=T+U-= EkAzsenz(a)t + @)+ EkAzcosz(a)t + @)

E

= 1kA?
2
4.2 Harmonico Amortecido

(4.5)

No sistema harmonico amortecido o movimento cessara com o tempo, devido a forgas
resistivas, como resisténcia do ar, forga de atrito, viscosidade de um material, dentre outras. A agéo de
forcas dissipativas reduz o movimento até cessa-lo por completo. Na Figura 5 (posigcdo x tempo )
verificar-se a modelagem do movimento amortecido, considerando o modelo descrito na Figura 2 (b),

Figura 5: Modelagem de um Movimento Amortecido resultante do software Modellus.

| 1
00 -8.00
|

48,00, 56,00 64,00
| I." A4
|

Fonte: Dados da Pesquisa (2021).

Ao contrario do caso de um oscilador harménico simples, a energia de um oscilador amortecido
ndo é constante com o tempo. Em vez disso, é constantemente dissipado e convertido em calor ou
outras formas de energia. Na Figura 6 € mostrado o comportamento das energias presentes no sistema
amortecido: a energia cinética (azul), energia potencial (vermelho) e energia mecanica (roxo).
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-1.00E-3

Figura 6: Energias do Movimento Amortecido resultante do software Modellus.

Fonte: Dados da Pesquisa (2021).

Como mencionado a energia total do sistema nédo € constante. Isso devido a variagdo da
amplitude com o tempo, que ocorre devido a implementagdo do parametro de amortecimento que dissipa
a energia fazendo com que o sistema diminuia a movimentag&o. A energia cinética e potencial, também
cessaram como tempo.

Para demonstrar o Movimento harménico amortecido, usamos o exemplo a seguir:

Considerando uma massa m pendurada na vertical sob a influéncia de duas forgas, uma forca

restauradora e uma forga resistiva, pode-se descrever o comportamento do movimento aplicando a
segunda lei de Newton no dispositivo de amortecimento,

SF=ma=>Fe+Fd=m.a

—kx —b dx = mdz—x
dt dt?
R . (4.6)
Dividindo a Eq. (6) por m obtemos a equagéo diferencial do movimento livre amortecido:
dt? 2mdt m
emque f = % é o0 parametro de amortecimento e w? = % é a frequéncia angular.

X+2Bx+ w?x=0

(4.7)
Para resolver a equagéo linear (7), possibilitando surgir a equagéo caracteristica, a fungdo, a

derivada primeira e a derivada segunda devem formar uma combinagao linear idéntica e nula. Para isso
ocorrer a fun¢do tem que ser proporcional a derivada primeira e a derivada segunda. Analogicamente,
as fungdes que séo proporcionais as suas derivadas de ordem n séo do tipo exponencial. Portanto, a
equagao caracteristica é
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r2+20r + w?x =0

O simbolo 28 ¢ utilizada apenas por conveniéncia algébrica. Isso porque, a equagéo
caracteristica e as suas raizes — a aplicacdo da formula de Bhaskara é possivel determinar as raizes

correspondente — s&o,
{7'1 = —f ++B*— w?
r=—f— B w?

Conforme o sinal de $2 - w?, podemos particularizar trés casos gerais: subamortecido,
amortecimento critico e sobreamortecimento. Salientando que, em cada caso a solugao apresenta o fator
de amortecimento e-#t, 8 > 0, no decorrer do tempo a massa torna-se desprezivel.

Caso I: B2 - w? > 0, nesse caso o sistema é dito superamortecido, visto que, o pardmetro de
amortecimento 8 é maior quando comparado a frequéncia angular w. A solugéo para (2.8)

x(t) = et + cye™t
x(t) = e Pt(c eV ~w’t 4 ¢ eVF?-w?t)

Caso Il: : B2 - w? = 0, nessa situagao o sistema é dito criticamente amortecido. Isto poque,
qualquer declinio na forga de amortecimento ocasiona 0 movimento oscilatorio.
x(t) = et + tcye™t
x(t) = e Pt(c, + tcy)

Caso lll: : B2 - w? < 0, tal caso dizemos que o sistema & subamortecido, visto que, o parametro
de amortecimento 8 é menor quando comparado a frequéncia angular w. Dessa forma, as raizes mse

m;, sdo complexas:
n=-f+VJp*-—w? = —ﬁ—\/m
x(t) = e Pt (c; cosJw? — B2t + c,senJw? — B2t)

Para casos de Movimento forgado com amortecido, temos:

No movimento com amortecimento, considerando uma forga externa F(t) agindo sobre o sistema
com a massa vibrante em uma mola, onde F(t) representa uma forga que gera um movimento oscilatério
na vertical. Nesse sistema, ha presenca de forgas internas e externas, para determinar essas forgas,
consequentemente a equagdo do movimento forgado com amortecimento, recorre-se a segunda lei de
Newton, resultando na equagéo diferencial,

F = —kx — b2 pe
= & ®
mX + bxx + kx = F(t) (4.8)

Dividindo a Eq. (8) pela massa m, temos a equagéo diferencial do movimento for¢gado com

amortecido, e fazendo as seguintes identificacdes na equagao b/m =28 w? = k/m : F(t)/m =
f(t). Entao, temos

i+ 2Bx + w?x = f(b) (4.9)

Essa expressdo é uma equagdo nao-homogénea. Para sua solugao utilizar-se o0 método dos
coeficientes indeterminados.
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Para os Movimento forcado sem amortecido, temos:

O movimento forgado sem amortecimento refere-se a um tipo de oscilagdo ou vibragdo em que um
sistema € submetido a uma forga externa periddica, mas néo ha forgas dissipativas (como o atrito) para
amortecer as oscilagdes. Entdo,

F(t) = Foe"(“’”‘l’)
em que Fyé a amplitude da forca, w a frequéncia de excitagéo e ¢ 0 angulo da fase.

F(t) = Fycos (yt + @)
{F(t) = Fysen (yt + ¢)

Para determinamos a equagéo do movimento forgado sem amortecimento, usamos a Eq. (2) e
igualamos uma das expressdes da Eq. (10), logo temos

(4.10)

mi + w?x = F(t)
mx + kx=Fysen yt,x (0)=0,x'(0)=0 (4.11)
em que F, € uma constante e y # w.

A expressao (11) é uma equagéo diferencial ndo-homogénea. Portanto, para obter a solugéo é
necessario definir uma solucéo particular e uma complementar. Nesse caso, a fun¢do complementar é
dada por: x.(t) = ¢; cos(wt) + csen(wt). Com relagdo a solugdo particular, usa-se a xp(t) = A
cos(yt) + B sen(yt) de tal maneira que

x"p + w?xp = Fysen yt
A (w? — y?) cos(yt) + B (w? — y?)sen(yt) = Fpsenyt
Igualando os coeficientes, temos A =0e B = Fysen yt/ (w? — y?). Entdo,
Fo
xp(t) = wz——yz sen yt
Aplicando as condigdes iniciadas dadas, obtemos a solugéo geral

x(t) = x.() + x(0

F
x(t) = ¢; cos(wt) + c,sen(wt) + 2—0
w —

" senyt
as constantes ¢c; =0 e ¢, =-yF, lw (w? — y?). Dessa maneira, a solugao sera
x(t) = w(wfo_ 5 (— ysenwt + senyt), w #y. (4.12)
5 CONSIDERAGOES FINAIS

As equagdes diferenciais sédo uma area importante da matematica que lida com fungdes e suas
taxas de variagéo. O estudo das equagdes diferenciais envolve a anélise das solugdes dessas equagdes
e a compreensdo de como 0s sistemas evoluem com base nas condigdes iniciais e nas equagdes que
os descrevem. As EDOs de 22 ordem descrevem alguns dos sistemas mecanicos. Esse trabalho foi
desenvolvido com a finalidade de motivar o estudo das equagdes diferenciais, apresentado um modelo
de estudo sobre as equacOes diferenciais lineares de segunda ordem, abordamos por completo
definigdes, classificagdes, teorizagdes e provamos métodos de solugdes, como a equagao caracteristica
para a resolugdo de problema e também o método dos coeficientes indeterminados. Em vibragdes
mecanicas foi exposto um estudo de alguns sistemas mecanicos, analisando e identificando as equacdes
que regem os movimentos vibratdrios, considerando o sistema com vibragdes livres ou sobre o efeito
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vibragOes forgadas, comprovando que de fato sdo descritos pelas equagdes diferenciais lineares de 22
ordem.

Em busca de maior aplicabilidade foi utilizado o Modellus em dois problemas, no qual possibilitou
a visualizacdo dinémica, interatividade e reproducéo de simulagéo realistas do movimento harménico
simples e do movimento amortecido. Além de promover um feedback instantaneo e interagdo com a
teoria. O software pode ser utilizado na resolu¢do de problemas préaticos associados a vibragdes
mecanicas, proporcionando aos alunos uma aplicagao direta dos conceitos tedricos em situagdes do
mundo real, a exemplo disso, simulagdo de vibragbes em estruturas (pontes e edificios), analise de
Vibragbes em Veiculos (Chassis e Suspensdes de Veiculos), analise Dindmica de Turbinas Edlicas,
dentre outros. Integrar o Modellus no ensino de equagdes diferenciais certamente proporciona aos alunos
uma abordagem pratica e visual, contribuindo para uma compreensao aprofudada dos conceitos teéricos
e incentivando uma aprendizagem mais ativa.
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